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81. 


Die Differentialgleichung: 
d’y 2m? 
jgraa+tlk sn x+hiy 


hat wiederholt das Interesse der Mathematiker errest. Lame, der auf sie von der 
mechanischen Wärmetheorie aus gelangte, zeigte, dals sie für bestimmte Werte der Kon- 
stanten h, durch ganze rationale Funktionen von snx erfüllt wird: 


y=snm’x+hsnx+hsnx-+..., 
aulserdem aber durch folgende ähnliche Ausdrücke: 
y=(sn’!x+h,' sn’”x-+h, sn’”®x-+...)enx 
y= (sn=!x—+h," sn®=®x-+-h," sn’”®x-+...)dnx 
y=(sn’=x+h,"'sn®!x +h,"'sm®=x-+...)cnxdnx. 
Hermite hat sie sodann für jeden beliebigen Wert der Konstanten h gelöst. Die 
Lösungen sind jetzt nicht mehr, wie im Lameschen Falle, doppeltperiodische Funktionen 


schlechthin, sondern sogenannte doppeltperiodische Funktionen zweiter Gattung, d. h. 
Funktionen, die den Bedingungen genügen: 


f(x +2w)—=4f(x) f(x +20')—=4'f(x), 
wo 4, A’ Konstanten sind, während die doppeltperiodischen Funktionen erster Gattung den 
Gleichungen genügen: 

fx +20)={1(x) fx +20')={(x). 

Hermite fand als allgemeine Lösung: 
y=0UFß&)+UF(—2) 
während F(x) die Bedingungen erfüllt: 
Fx+2k)=uFß) F&-+2ik)=w Fi). 
Hier ist, wenn man setzt: 
1 Son 
_HR&-+0) ars he 
10) 


1* 


wo wiederum: 


Dx+2k=unß) DK + 2ik)— u OR) 
ist, 
Fo ea Be IR. 


sin’amo und 4” sind rationale Funktionen des Moduls k und von h, AıAs... bezeichnen 
ganze Funktionen von h und k. Beispielsweise ist: 
BR | ernat 
Alıe 2(2n —1) il, 3 
in — 1) in —2)I0R- 2 , an eDA-ER)h nn)’ 
nen 3 ir 


On en A 
a —- = +R)|. 


(1+-k°)’ 


Wir wollen uns in den folgenden Untersuchungen nicht der Jacobischen Be- 
zeichnungsweise bedienen, sondern die Weierstralsschen Funktionen ou u) und @(u) benutzen. 
In dieser Schreibweise. würde die obige Differentialgleichung lauten, wenn man die Variable 
entsprechend ändert: 

@ | 
er Ba+1e+o)+hly. 

h bezeichnet hier wiederum eine Konstante, hat aber einen anderen Wert 
natürlich als oben. Von dieser Differentialgleichung gelangt man leicht zu folgender 
allgemeinerer: 
d? 

1) Fe [x +k?u—m m(a+1)eu+z enu als 
mit der wir uns im Folgenden beschäftigen wollen, dabei aber einen andern Weg ein- 


schlagen, ‘als ihn Hermite genommen hat. k,, k,'m bezeichnen zunächst beliebige Kon- 
stanten, und: ferner ist: 


eu eu 
EU an i 
Is ou’ se: ou? 
n ist eine beliebige ganze Zahl. 
82. 
Herr Picard’) hat Vore dats wenn eine Ellen laleleinhune m‘* Ordnung 


dy na 
dxm Braga at era 


deren Koeffizienten PıPs...Pm doppeltperiodische Funktionen erster Gattung sind, ein- 
deutige Integrale hat, dieselben stets doppeltperiodische Funktionen zweiter Gattung sind. 
Unter der Voraussetzung also, dals die obige Differentialgleichung (1) eindeutige Integrale 


1) te Sur quelques applications des fonetions elliptiques. Paris 1885. 
2) RE Journal, Band N 


a .<. 


hat, genügen ihr doppeltperiodische Funktionen zweiter Gattung. Ist aber y ein 
solches, so ist: 
ology 
ou 
eine doppeltperiodische Funktion erster Gattung, wie leicht ersichtlich. 
Man wird also dazu geführt zu setzen: 


Ology__ 
UM 
und erhält: 
it w 
9 Wan au 92 Bun sh 92 
y y ou u. ou 
Die Gleichung (1) geht in folgende über: 
02 
2 2 = 
) Erna D (u). 


Wir setzen der Kürze wegen: 


2 


P(W)=k+keu—m(ian+ Neu+ -eru. 


Jede doppeltperiodische Funktion erster Gattung, welche nur eine wesentlich 
singuläre Stelle im Unendlichen hat, läfst sich nach Herrn Weierstrals folgendermalsen 
aber nur auf eine Weise darstellen: 


i o(u— G Qt Qt 
nt N) te n+. 
0’ (u—v;) G,' 2 92, = KEN a 
ee ne ur ul 

ER 


mit der Bedingung: 
G+G+G+..+ Cn>0, 
wenn die Funktion m verschiedene Unendlichkeitspunkte hat. 
Ich verstehe unter einer wesentlich singulären Stelle einer Funktion nach Herrn 
Weierstrals eine solche, für welche es keine endliche positive Zahl giebt, so dafs ist: 


(x — a)"F(x)=const. für x=a. 

Die Konstanten G,'Cy',.. werden erhalten, wenn man die betreffende Funktion in 
der Nähe des Punktes v, nach Potenzen von (u—v;) entwickelt und die Reihe der negativen 
Potenzen bildet: 

Giz! (u ER yo En ... -+ G,' (u re va — G,' (u zer lg j 

Aus obiger Entwicklung folgt, dals wenn zwei doppeltperiodische Funktionen 
erster Gattung in ihren Koeffizienten C„" übereinstimmen, sie sich nur durch eine Kon- 
stante unterscheiden können. Ist es also möglich, eine Funktion dieser Art Z zu finden, 


so dals: a welches wiederum eine Funktion desselben Genres ist, mit —®(u) in 


a 


der Entwicklung in der Nähe der Unstetigkeitspunkte übereinstimmt, so können diese 
beiden Funktionen sich nur durch eine Konstante, welche man leicht auf Null bringen 
kann, unterscheiden. Die Form des Integrals läfst sich auf diesem Wege finden. ®(u) 
hat im Endlichen nur den einen Unstetigkeitspunkt: 0. Die Entwicklung in der Nähe 
dieses Punktes lautet: 

en 


D(u)—= +5 ae Ben 


Setze ich: | 
& 
Eu a 


so finde ich zunächst für # die Werte: =m und dem entsprechend für « die Werte: n 
und —(n+2); wie sich sogleich zeigen wird, ist von diesen nur je einer zu gebrauchen. 
In der obigen Entwicklung sind, wenn v0 ist, die Koeffizienten G,"G,"’... Null, da 
man hat: 

82 gu‘ 
2°.5 2°.7 
Hat die Integralfunktion noch andere Unstetigkeitspunkte: b,b;b;.... und lautet die 
Entwicklung von z in der des ak h;: 


Ta Suter Dj” Karte» 
so zeigt eine leichte Überlegung, dafs t nur den Wert: 1 haben kann und es muls die 
Gleichung gelten: 


1 
@U—=— uU’+ 
Us 


— Ar — A—= 
Hieraus können zwei Werte für A, folgen: O und — 1. Wäre A,=0, dann mülste auch 
entweder n oder —(n-+2)=0 sein, dies wird aber nicht vorausgesetzt, also ist „= —.1. 


Hiermit ist zugleich über den Wert von « und £ entschieden; da G,-+C,...+ C„=0 ist, 
so kann « keine negative Zahl sein, ist also =n, ß=m; das Integral erhält die Form: 
o'(u—b;) 

3 — LEN wi en —_ 
) A P+n® -Hme@u Dr u) 


Unbekannt sind hier die Konstante r und die Grölsen b,b,...b,. Diese wollen 
wir jetzt zu ermitteln versuchen. 


Sn 
Es gilt das Additionstheorem: 
he N a Ver En 
o(u-y) "au . oy, ' Argus 
Wendet man dasselbe auf die we (3) an, so erhält dieselbe die Form: 
u+e'b, 
ep De 


’ Im 


= 


!) Schwarz, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der ellipt. Funktionen S8. 13. 


bi 
Bedeuten F(x) und F,(x) rationale ganze Funktionen vom n resp. n+1 Grade, 
so wird: 
_ F(eu) IS. 1 
are) ° Baeren; 
wenn NK -)-FY-R HR ART... 4% gesetzt wird. 


Es ist aber: 


also erhält man: 
.#F(@u) 5 eu Ei(e@u) 
 2F(@u) 2F(@u) 


Unter F’(@u) wird hier der Differentialquotient a verstanden. Gelingt es 


4) 


F(@u) zu ermitteln, so hat man auch ihre Wurzeln eb, @b,...eb,, also auch b,b;...b, 
gefunden. 
Man differenziert Gleichung (4), so wird: 


92_F/ (Eu), _BeWP(eWen E"uF(leu (EW’F"(ew_, (WI (eu] 


— [ir mn 00 mn 


du 2aFleu) I F°(eu) 2 F (eu) 2F(Eu) 2° (@u) 
Setzt man die eben erhaltenen Werte für z und = in die Differentialgleichung (2) 
ein, so findet man: 


F}' (@u) Eleu u) @ru Be le a EN. (ED _ — Pu). 


2F(@u) 2F(eu) 2F(@u) 4F°(@u) 4P’(eu) 
@'u ist eine doppeltdeutige Funktion von @u, denn es besteht die Gleichung: 


@u— 


Fu=yteW—gFU—g, 
einem Werte von @u entsprechen zwei Werte von u: =u, also auch zwei Werte von 
@'u, da @'u eine ungrade Funktion ist, ferner sind alle Ableitungen grader Ordnung 
ganze Funktionen von @u, mithin ist €’u die einzige irrationale Gröfse in der zuletzt 
erhaltenen Gleichung, und dieselbe zerfällt in folgende zwei: 


F/' (@u) 


Een n,_Feneu?  (eWfle'u! _ Freu) _ za 
% on)‘  2F{E@u) u 4F°(@u) a eur u. 


Aus Gleichung (6) folgt: 
Fey—2ma+1)|Fewdeu+ C- 


Die Funktion F,(@u) ist also bekannt, sobald F(@u) bekannt ist. Aus der 
Gleichung (7) findet man, wenn man berücksichtigt: 


l 
eu=bfu—- 85 (@u’—=4@tu— gFfu— 8 


Ra 
(12@u—8)F'(@u)F(@u) + (4 @u— Fu — 8)(2F" (Fu) F(eu) —[F(@W)P) + F’(@u) 
= — tr kgu + mie eu)ar(eu), 


Setzt man noch: 
@EU=YV, 


so erhält man eine Differentialgleichung folgender Gestalt: 


oF(v) 
OV 


o°F 


F(v) + (4v? - 8v—g,) rm (5 2 


He 


8) (12v? En 8) - 
2 
= (mv Hr+ ko eo) 
Diese Gleichung ist zur Koeffizientenbestimmung der Funktion F(y) ungeeignet, 
da in dieselbe die Koeffizienten nicht linear eingehen, man findet .aber eine lineare 


Differentialgleichung, wenn man Gleichung (8) noch einmal differenziert. Es fällt dann 
F(v) als Faktor heraus und man findet: 


0° DE v) &®F(v) 


+3(12v' re 
42m v4 k)Fw)+4mm + )FmM= 


oF(v) O’F(v) o’F(v) 
ON OvV un: 
F,(v) ein, so erhalte ich schliefslich: 


AN 


or) 


9) a ale a 


. s(m’v Net N). 


Führe ich noch für F(v), die Differentialquotienten von 


aan) am nr RE 


a0 nie 
10) 2(4v’— 98 V—8;) 19 ag 


un Y) 


— 4(2mv tk) VL gm’a+1)F,(v)=0. 


F,(v) ist eine ganze Funktion vom Grade.n+1, der Koeffizient von v"r1 ist 
—?2m, der des von v freien Gliedes =c.. Wir setzen also: 


FRwW=2mvt! ta,” Han nv? nt... +2, v4 0. 


Setzt man diesen Wert von F,(v) und die Werte seiner Differentialquotienten in 
die Gleichung (10) ein, so erhält man eine ganze Funktion von v, deren Koeffizienten 
verschwinden müssen. Der Koeffizient von v“+! verschwindet, wie man leicht sieht, 
identisch, die Koeffizienten von v®,v?-1,..v geben n Gleichungen, aus denen man auf 
rekurrentem Wege a’na'n-ı...a’, bestimmen kann. Man erhält folgende Gleichung, in der 
man für t der Reihe nach die Werte: n, n—1,.... 1 zu setzen hat: 


1) —2EHH SIEH DEH Nam EeHDIeHDEHNMH NN 
+ —u)(t+ lt + Dar tit DR +3 Ah I—k)aun 
+ 8m’ [a1 Ja —0, a 


A >: 


oder wenn ich die Koeffizienten M_—1a._....aı der Funktion F(v) benutze mit Berück- 
sichtigung, dals: 


‚. 2m(n+1l)a-ı 
ae — 
t 

ist: 


1) IS DEHDEH Nas ne+ DEN RAD + lH Dia: 
+42’ +32? —2k, —It—k)ta, + 8m’f(n+ 1)? —t]aı = 0. 


Da aber auch das von v freie Glied verschwinden mulfs, so ist: 


13) 68:8. + 3:4", Bat ik 2mim+1)a—0 


die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dals die gegebene Differentialgleichung 
ein eindeutiges Integral besitzt. Eine ganze Funktion aber, welche die Differential- 
gleichung (9) erfüllt, genügt noch nicht der eaclen Be efeleienune (8), sondern 
der allgemeineren: 


14) FW)=y 
[ich setze momentan die rechte Seite von Gleichung (8) = #(v)]; hier ist y eine beliebige 
Konstante Da ich aber noch die Verfügung über c, habe, so ist es nur nötig, in 


Gleichung (14) =0 zu setzen, und aus der sich so ergebenden Gleichung, das heilst 
aus Gleichung (8) ist c, zu bestimmen. Setzt man dort v=(0, so wird: 


15) at da, ++ 83(4, u — 2”). 


Setzt man nun die beiden aus Gleichung (14) und (15) sich ergebenden Werte von cı, 
einander gleich, so wird die notwendige und hinreichende Bedingung für die Ein- 
deutigkeit: 


3 m? 2 
16) Be +52, at ka] 


— m’(n+ 1 |(% tar + 93%- 9;(42,3, 2) 


Ersetzt man in dieser Gleichung &,. A,, 4,, a; mit Zuhülfenahme der Formel (12) durch die 
Konstanten k,kı m und berücksichtigt, dafs: 
t=0(mod2) m’'an-:=%(k,kım) 


t t 2t 
2 


t=1(modl) m’*'a.„.+=%(k,Kı m) 
t—1t 
2 


1 t 2t—2 


ist, wenn ®(k,kım) eine rationale ganze Funktion der betreffenden Grölsen bezeichnet 
und die Indices den Grad derselben in k,, k,, m angeben, so findet man für die 
Gleichung (16): 

17) Fl ko kı m ) === 0. 


n+1 2n-H2 4n+4 
Dorotheenstädt. Realgymn. 1891, 92 


x 


berücksichtige: 


unveränderlich Wäre also z. “B k, un m ee so liefsen sich + Werte von kı { 
finden, die eindeutige Integrale liefern. el) a 

Hat man die Koeffizienten An_ı, Ana... &% ein, so sind @b, a. ein die 
Wurzeln der Gleichung F(v)=0. Aus en. lassen sich dann die Werte von bie | 
nach bekannten Methoden finden‘). Doch sind noch die Vorzeichen dieser Gröfsen 2 
bestimmen, da ja @(u) = @(—u) ist, Aus Gleichung (4) erhält man: 7} 


F(eb) = €'b. Fb), se u 
hierin ist das Zeichen von b; eindeutig bestimmt. R. 
s = h | k i , u a i R i Ms 


Die Konstante r ne man am einfachsten durch Vergleichung der Koeffizienten 
in der Entwicklung nach Potenzen von u der Differentialgleichung (2) finden; man erhält e 
auf diesem Wege: | | 
kn) S c'b; 


18) ee 


Eine andere Methode ist folgende: | 
Durch Gleichsetzung von Gleichung (3) und (4) findet man, wenn man gleich“ Ah. 
zeitig u=o@ Setzt und dann u mit —u vertauscht: 


7 u. 0'(6—b),. Eile) BE 
a a re eu B 


o=po-+qgnw', wo entweder p oder q ungrade ist, n Bis R 
a=patqanm, | j 
o(o-+b; Da Fe) 
tm er ötb) IF) 


Diese beiden Gleichungen bl. ich, ‚indem ich. Tolgendes Additionstheorem vr 
o'(u+v) a sB N | 
'o(u-Fx) Men y) nn! PURE 
Es ergiebt sich: er 


Be) Kae 
19) | SE me, 2: ob; 
8 5. 


‚Wir kehren Ri zu der ursprünglichen Differentialgleichung o An 
‚Integral derselben zu bestimmen. ö Ba 5 


Es war: 
glsy. m 
Au’ 
also: 
oley_ Blu) 6 Urn) 
A => T n A o(u—b;)’ 
in anderer Form: 
olgy olgou ou I 
ee kan 14m le alten b;), 
folglich: 
Ou 
: ne —- gu — b,lo(ü— b,)...c u—b, 
20) y=(Ce ou ( 1) ( -b,) 
Ich setze: 
(e-ru 9 (u SE bı) g (u ae: b») ou b,) Pu) 
(cu)" 
dann ist: 
BE 
y-=e fu). 


Die erste Funktion auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist zunächst eine 
doppeltperiodische Funktion zweiter Gattung, denn man hat: 


o(a+ m) 
ei. cu+o)—e antun 


Entwickelt man dieselbe in der Nähe des Nullpunktes nach Potenzen von u, so 
sieht man leicht, dafs man eine Reihe erhält, in welcher die negativen Potenzen von u 
in das Unendliche fortgehen, d. h. der Punkt u=0 ist ein wesentlich singulärer für diese 
Funktion, in der Nähe desselben die Funktion jeden beliebigen Wert beliebig oft annimmt. 

ou 
Die Funktion e °“ ist also eine doppeltperiodische Funktion mit unendlich vielen 
wesentlich singulären Punkten: u= 2. Von anderem Charakter ist die Funktion 7(u). 
Zunächst ist: 
Y(u+20)— N 

Sie ist also auch eine doppeltperiodische Funktion zweiter Gattung, aber sie hat, 
wie leicht ersichtlich, im Endlichen keine wesentlich singuläre Stelle. 

Sie verschwindet für u=b,b,...b, und die adäquaten Werte in den anderen 
Periodenparallelogrammen, sie wird unendlich für u=0 und die entsprechenden übrigen 
Werte. Während bei einer doppeltperiodischen Funktion erster Gattung, wenn Ul;...u, 
die Nullpunkte und v,Y;...v, die Unendlichkeitspunkte in einem: Periodenparallelogramm 
sind, die Gleichung gilt: 

ut..+u,=V-+ Ve...+ V., 
gilt für eine doppeltperiodische Funktion zweiter Gattung die Gleichung: 


u+%.. +1, —V—V..—vn=A, 


wo A eine bestimmte Konstante ist. 


I* 


a Re ed ar 
| BR R 
r 7 
Eine doppeltperiodische Funktion Zweiter Gattung äfst: sic hi n ä 
“entwickeln wie die erster Gattung‘. Na EN ER 5 bi: 5, 
Sei die zu entwickelnde Funktion: BESIALN r9R n rs : “ 
| ® (u) su— u) ou—u)"...ou—uptet 1.2 
su — v)ao(u—1)%...o(u— v,)es ’ #3: 


wo: i IR { 
| AYıt @Yae. Hau Hu —Rrl..—nu=A 
ist, sei ferner: | u | Bi 
out A)eer 2 

Bun oAou Ri: 
so gilt die Gleichung: 2 
| „orR( Zean] m .0:119..:8 
| W= er, © 012.01: 
In unserem Fall ist: A ER 

1,en W=b; ... I, ® SER y= ni ven sel 
j GH —=n A=—bi—br... vr 
Also: | 


ulm ln nn. 


| D(u)=SR(u)+S/R’ (u) +S"R"” (u)... + Se TRe). 
Die Konstanten $,°S,'... lassen sich wieder durch Ebtenzent BU SZE bestimmen. | 
Man hat z.B. für den Falln=4: 


u PATER 
OVOU - 
wi 0 B=-@7 B=--ey Bi 1 ist, ih 
Alahs ae nr. 


un) Dt 
el er 2 ber, 
Daraus ergiebt sich: | | | | 
s(u— bi) —b)stu—bı)o(u—b)) ga Bene ru 


re 1 eh, 
b, by, A er a FAR i 
"ou? ; jr : u* m 2 + 3% 
| zum. zur 
e N -1+2U4 72: 


' U 
Folglich, wenn man era Be f 
2 - Bi 4 


o(u — b)o(u— b,)o u—b)e sub), Ei, 


r 


er... 1 wen 


ze'b 
ae = — [g—Seb] 0-2 seh, 


Schliefslich erhält man die Entwicklung: 
o(u—b)o(u—b;). Su—bs) ou 
ae ent 

R’ (u) "(u)x 

2 


R 1 m 
[x° eb) 5 058 (u). 


ed, ex 
RW Se |- 
Man findet ein zweites Integral der gegebenen Differentialgleichung, wenn man 
beachtet, dals die Differentialgleichung: 


Sm. dy word 
N 


aulser dem Integral y, ein zweites: 
ae 
y—y|.;0 (' dx besitzt. 


2 
1 


Be 
Ya Yı Ye 


p ist hier = 0, also: 


Kl 
8 6. 


Wenn von den drei Wurzeln der Gleichung: 

48° — 98 — g=0 
1, &, &, geordnet im Sinne des $ 27 von Schwarz, Formeln und Lehrsätze, &= ®& 
wird, so erhält der Modul den Wert 1 und die Funktion u geht in eine Exponential- 
funktion über. In diesem Falle reduziert sich die Differentialgleichung vierter Ordnung 
auf eine zweiter Ordnung. Wir haben unter der Voraussetzung k=1: 

a 3 83 I (n) 2) 

2 2 \eh er). 


i 4 
wenn wir UV 53 _y setzen. 


28 
Wir führen ferner ein: 
ea — 98; 
e—er RR 


Dann wird: 


eu=2e’s(1— 8’), 
e"u=2e'(1— 38’) (1— 8°). 


1) Halphen Tr. d. f. e. S. 27. 


ur 


Bank ui Een rs _—g° 
I 


Setze ich diese Ausdrücke in den Wert von z Gleichung (3) ein, SO u < i 
| Be: 098 
& \ \ Pa la \ 
Fe + X tes - ne(; ee Ben 
Führt man noch für die in dem Ausdrucke für : 1% vorkommenden Konstanten 
Grölse 8 ein, so erhält man: = | | 
rg O8 Benst EN . 
Elson ie 1 = Sr 


Hieraus ergiebt sich: RE | Bi 


z=ß+mes 


02 E VOR RAD 3 (s) a8 2 fr g 5 i ee 
7, — 2m "au Foow lan +) A I A 
Die Gleichung (2) erhält die Form: m 


a9 ge le 2) gg A — m’a!s Be: 


DR 


=ß+mes’’—kı+ 5 — kıe's 


I? _ 


fällt der Faktor (1 — Be und man findet. Holgende einfache Direnilticng 
zweiter Ordnung: ae 


o°F | = / u 2 5 


+ 


£ E I BR, au, F(s ) ER g” Hi u Rn + 28 
| | 0 wird der Koeffizient von 8; R: ve r 
Ba OH 2 ke VA 


Setze ich jetzt: 


Wie man sieht, verschwindet der Koeffizient von s"+!in der obigen Gleichung identisch: 
setzt man die Koeffizienten von s®s”=!...s der Null gleich, so erhält man Rekursions- 
formeln, um An-ıan2...&, zu bestimmen, und es bleibt die Bedingungsgleichung übrig: 


252 


Durch Gleichsetzen der Werte von $ aus den Gleichungen (22) und (24) erhält 
man als Bedingung für die Eindeutigkeit. 


2,3 2 2 
25) @|a(, E= a EN me | = (me ut =) 
Hat man die Koeffizienten von F(s) bestimmt, so erhält man aus: 
oley__ 2.2, OlgF(s) 
dus Pr Node ou 
durch Integrierung: 
26) — er u EIR 


Wir hatten oben die Annahme gemacht, dafs F(1) nicht gleich O0 wäre; wir 
wollen jetzt untersuchen, ob diese Annahme Berechtigung hat. 
Wird F(1)=0, so muls die Gleichung gelten: 


F9-(1—s"Q6), 
wo Q(s) eine ganze Funktion vom Grade n—r ist. Führe ich diesen Wert von F(s) in 


die Differentialgleichung ein, so haben sämtliche Glieder den Faktor (1—s)' mit Aus- 
nahme der folgenden: 


— SPA +s)er(r—1)+2r(f+as+mae’s’)]. 
Soll dieser Ausdruck für s=1 den Wert O erhalten, so mufs sein: 
27) ß-+-me—= —ar. 
Setzen wir in die Differentialgleichung (23) diesen Wert von $ ein und gleichzeitig: 


F9)=-(1-Q6), 


so bekommen wir: 


u (1 -9)+2ma(l 9) -5c+ +4] -rC+ DH +2mastn—ı) Es 


Wird hier: | 
A) r+b "+ so... +b 
gesetzt, so ergiebt sich für die Koeffizienten b„_+-ıbu-r-2...b, die Rekursionsformel: 


(+ 2)(6 + bir, + 2mea(t + 1)biHn — [P+t@r +++), 3 m 
—2moet—-1—n-+n)bı=0. | 


Hieraus lassen sich sämtliche Koeffizienten b„ ıb._a...b, bestimmen, die Funktion 
Q(s) ist also zu konstruieren. Hat 8 den Wert -ma’—er, wo r seiner Natur nach nur 
die Zahlen 1,2,...n bedeuten kann, dann ist: 
Fr9=(-11—-S’Q6). 
Auf demselben Wege läfst sich die Bedingung finden, unter welcher: 
F=(1+S"Q@) 
wird. Setzt man wieder in die Gleichung (23) diesen Wert für F(s) ein, so haben sämt- 
liche Glieder den Faktor (1-+s)', nur folgende den Faktor (1+s)'"!: 
[1—s)err—1)—2(+as+me’sÄ)r]. 
Soll dieser Ausdruck durch (1-+s) teilbar sein, so findet sich für $ die 
Bedingung: 
28) Bß+-me=er. 
Setzt man wieder F(s)=(1+s)"Q(s), so erhält man für Q(s) dieselbe Gleichung 
wie oben. Benutzt man den Wert von 8 aus Gleichung (22), so erhält man: 
2 
29) er—kt = 
als die notwendige Bedingung dafür, dafs F(#1)=0 ist. Also nur in diesem Falle 
würde die obige Rekursionsformel unbrauchbar werden. 


r=1,2,...n 


k—0. 
BT, 


Wenn &=e, wird, so erhält der Modul den Wert 0. In diesem Falle gehen die 


! 


(0) u . D . . . .. e 
peu in die trigonometrischen Funktionen über. Es wird: ') 


Funktionen @u, 


ie 1 I 
@u=eo?l-— . —- —— 5 wird —o gesetzt. 
sinuae 3 28, 
u? a? 
KR eu e ° sinue 
— = ectgua+ — ana 
ou ar B) a 


Die ursprüngliche Differentialgleichung erhält die Form, wenn ich noch 
u@a=v Setze: 
0°y 


t 
30 A ren 
) ov’ (ü 


sinv? ar 


Hier sind t,, tı, tg Konstanten, die die obige Bedingungsgleichung zu erfüllen 
haben. Die Formel (20) setzt sich um in: 


2(n-+ 1)tscosv 1, 
sin v? u m) I. 


sin (v — v1) sin(V— V,)...sin(V —V,) 


31 — (J elıytt,ctgv 


Tr t 1 ; 
wo n= TEN ala) ist. 


1) Halphen, Tr, d. £. e. S. 27. 


1 
Beispielsweise ist für die Differentialgleichung: 


-( __&cosv 1 
ku ll sinv? " sinv® 


Vale TTERtetey. 
ein particuläres Integral. 


SER, 


Eine Differentialgleichung, welche sich in derselben Weise wie die Gleichung (1) 
behandeln läfst, ist die folgende: 
dw 


32) in: 


[647 rBeu-marhe + ru 


0 (U— 6) 0 (U—6;) (U G,) 
a a ers] 
unter den Bedingungen: 
k+k'+k"+..+k'’=0 De 1: 


Führt man hier wiederum den Differentialquotienten von logy als Variable ein, 
so geht die es (32) über in: 


u—6) 


m? 
; ne -— k,@ ae et — 
33) zu —K, 2a kfu+man+l)@eu 6‘ u Js” Ein 


Man findet durch dieselben Betrachtungen, wie oben, dafs das Integral z die 
Form haben muls: 


ou o'( 0 
2 nt mon Ne Ze) 
a K 
Wenden wir hier wiederum das Additionstheorem für — — an, so erhält z 


o(u—V) 


die Form: 
ZT +meu—N, u N eureb, 
2 y = 2(@u— ©b;) 


[8 n—T 
und, wenn Zi(@u— €c) Ii(@u—€b)=F(Cu) gesetzt wird, Fı(@u) wiederum eine ganze 
2: E 


Funktion vom Grade n—+-1 bezeichnet, so wird: 


Fı (eu) Bill FA@yR 
2) 2E@u) . 2Eleu) 


Führt man diesen Wert für z in die Differentialgleichung (33) ein, nachdem man 
U — 
dort auf der rechten Seite das Additionstheorem für ebenfalls benutzt hat, so 
zerfällt die erhaltene Gleichung in die beiden folgenden: 
Dorotheenstädt. Realgymn. 1891. | 3 


36) LE erteu[m (n+1) a u] ER 
— 2 @"uF(@u)F(@eW— 2(@'w'F"(eu)F (eo (Fu); [FE]? er 


m? | ek” . 2 
-|-K+ gen mie nr Tr To ae Be. 


wo wiederum: 


ist. | i 
Setzt man jetzt wie oben @u=\V, Bu; man zuvor für %: u)? und. en 


erhaltene Gleichung, so wird: 


El) fs Nor 
ö „.+3[ov ER öv? 


Be: Gk \OF(v) 
; Alm Sur 


37) (di SUB) 


—2(2m’ v+k— > en EN ok (v +2|mm+)— >2 = 


@c, ist/=v, gesetzt. Bi. 

Die Koeffizientenbestimmung ist in diesem Falle bedeutend er als 109 } 
vorigen, ich will mich hier darauf beschränken, die Anzahl der Bedingungsgleichungen zu ER 
ermitteln, welche zwischen den Grölsen k, kı k, m kı' kı" ... kı? cı &... c, bestehen müssen, 


damit die obige Differentialgleichung ein eindeutiges Ir besitt A 
Es gilt die Gleichung: Br» 
mn = vll van Ni A | 
+Y% 1° +. +3%V; 
+? +... | 
+ van 


Also: | 


Sk F(v) = Si. i . x \ x ss ist 
I tr ladet Nav + 
.l z Luis . i' Le 


Sg wor k, + 22 E a nt Zik de 1 wie 0 f 


RL Hm Ei | 


ME 


oe 


F,(v) ist eine ganze Funktion von v vom Grade n+1, und in ihr ist der 
niedrigste Index der Grölsen &_ı@n— 2... im Koeffizienten von v': t—1. Bezeichnet jetzt 
5. eine ganze Funktion vom Grade t, deren Koeffizienten bekannt sind, so sieht man 
leicht, dafs sich die ce u (37) in folgender Form schreiben läfst: 


al v) Set v) E) 


38) +3 +5 ST+2 y? a 


+ +1 F () Ar Parr-2 (v) + 5, F, (v) —=(. 


Hier bedeutet N. eine ganze Funktion vom Grade n-+z—2, in welcher 
die Indices der Gröfsen &_1&n_2.... im Koeffizienten von v’ bis t—z+2 hinabgehen. 
Setzt man in die Gleichung (38) F(v)=v"-+a._-ıv""!+... und die entsprechenden Werte 
seiner Differentialquotienten, so sieht man bald, dals die höchste Potenz von v, welche 
vorhanden ist, vetzt1 ist, der Koeffizient derselben verschwindet identisch, im Koeffizienten 
des Gliedes v' gehen die Indices bis zu t—z—1 hinab; setzt man der Reihe nach die 
Koeffizienten von v?t?,...v”t! der Null gleich, so genügen sie, die Grölsen &,_1%n_2...% 
zu bestimmen, es bleiben also z-+ 1 Bedingungsgleichungen übrig. Nun sind aber nicht 
sämtliche Koeffizienten &.-ı...&, unbekannt, denn es war: | 


Fin) = vv) 0), 


1 
wenn ich @b,=v;"” setze. 
Fer +," +..4+32,. 
Ich setze: 


T 
NnW—v)=vV’+o_1V "+07 7? +...+0, 
1 


n—T 


DE WU tR nv H.. + ßo; 


hier sind die Grölsen &ı_1%r_2...%, bekannt. 
Man hat die Gleichungen’ 


An—ı = Pa-ı-ı + &7—ı 
An-2 = Pa-1—2 + © &7—ı -- &7—2 


ht tft... 


Es bleiben auch hier ve Gleichungen übrig, so dafs im ganzen 27-+-1 Bedingungs- 
gleichungen zwischen den 27-+4 Konstanten in Gleichung (32) nötig sind, damit die Differen- 
tialgleichung ein eindeutiges Integral besitzt. 

Gehe ich von dem Differentialquotienten des Logarithmus zum Integral über, so 
erhalte ich: | 


Ve" rou—b)otu—b,)...e(— bar) e—0)...0(U— 1) 


een su)" 


33 
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Druck von W. Pormetter in Berlin. 
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